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Jede Untergruppe der Automorphismengruppe Aut(G) einer (endlichen) 
Gruppe G ist naturgemai3 eindeutig gekennzeichnet durch ihre Wirkung 
auf G. Es ist naheliegend zu fragen, ob oder inwieweit eine ausgezeichnete 
Automorphismengruppe wie der griil3te nilpotente Norm~teiler (“Fitting- 
gruppe”) von But(G) durch eine fiir ihn typische Wirkung zu charakterisieren 
ist. Wir liefern in dieser Note einen Ansatz zu dieser Aufgabenstellung. Ob 
eine generelle Losung existiert, bleibt eine offene Frage. 
Der Grundgedanke dieser Untersuchung la& sich so verdeutlichen: 
Sei T die Menge der Primteiler der Ordnung der Fittinggruppe F(G) von G, 
T/ ihr Komplement; mit A, bzw. A,‘ werde die rr- bzw. ~‘-Hallg~ppe von 
A = ~(Aut(G)) bezeichnet. Unter geeigneten Voraussetzungen iiber G 
kann A, charakterisiert werden als die Stabilitatsgruppe einer (und damit 
jeder) Aut(G)-Kompositionsreihe von G. Die Bestimmung von A,, wird 
durch den folgenden Reduktionssatz, der such unabhangiges Interesse 
verdient, wenigstens in einigen Sonderf2llen ermaglicht: 
SAT2 1. Sei G eine end&-he Gruppe. Jeder Subnormalteiler van Aut(G), 
dessen Ordnung xu der von F(G) teilerfremd ist, wirkt tre-u auf den Zentralisator 
GF(GN. 
1st G auf&bar, so gilt bekanntli~h C&‘(G)) <F(G). Dann wirkt A,, 
also treu auf das Zentrum Z@‘(G)) vonF(G). Damit ist eine Charakte~sie~ng 
von A,, im wesentlichen reduziert auf die Betrachtung abelscher Gruppen: 
Welche Wirkungen zeichnen die nilpotenten Automorphismengruppen einer 
abelschen Gruppe aus? Ungliicklicherweise gibt es dazu noch keine 
befriedigende Antwort, obwohl die Struktur der vollen Automorphismen- 
gruppe einer abelschen Gruppe seit Shoda [6] ziemlich genau bekannt 
ist. 1st zum Beispiel Z(F(G)) zyklisch, dann kann man iiber die Fittinggruppe 
von Aut(G) recht scharfe Aussagen machen. 
Wir nennen eine Gruppe G p-giinstig fur eine Primzahl p, wenn G eine 
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charakteristische p-Untergruppe P besitzt mit C,(P) < P. Eine p-au&bare 
Gruppe, deren p’-Normalteiler trivial sind, ist in diesem Sinne p-giinstig. 
1st G p-giinstig, dann ist die p-Sylowgruppe A, von F(Aut(G)) die 
Stabifitatsgruppe einer Aut(G)-Kompositionsreihe von G, und das p- 
Komplement A,, wirkt treu auf das Zentrum Z(P) der ch~~te~stischen 
p-Untergruppe P von G. Analog wie eben kijnnen wir A,# nur in SonderfZlen 
genauer beschreiben. 
1. HILFSMITTE~~ UND BEZEICHNUNGEN 
Sind Hy K, L Untergruppen einer Gruppe G, dann sei [I2, I(] das Erzeugnis 
der Kommutatoren [k, Iz] = h-%-V& = h-%5* (k E 22, K E 2X), [H, K, L] := 
[[H, &I], L]. Wir beniitzen die Abkiirzung 
yHK” : = [H, K,..., K] 
m 
fur eine nattirliche Zahl m. 
Operiert eine Gruppe A automorph auf G, so bezeichnet C,(G) den 
Zentralisator von G in A, d.i. die Untergruppe aller CL E A, die jedes EIement 
von G fest lassen. C,(A) ist die grijf3te Untergruppe von G, deren Elemente 
bei der Wirkung von A invariant bleiben. [G, A] ist die Kommutatorgruppe 
von G und A im semidirekten Produkt von G mit A. A stabilisiert eine 
Subnormalreihe G = G, D G, 1) *I* D G, = 1 von G (d.h. Gi+r normal 
in Gi), falls A jeden Faktor GJG,,, zentralisiert (das schlieRt ein, da0 die 
Gi A-zulassig sind !). Die gr%te Automorphismengruppe von G, die die 
Subnormalreihe stabilisiert, heiflt deren Stabilitatsgruppe. Wir werden 
mehrfach [3, Theorem I] und die Ergebnisse aus [5] benutzen, insbesondere: 
LEMMA 1. Die ~~a~i~i~~~sg~uppe A iner ~u~noy~u~yeihe der Gruppe G 
ist niZpatent. Es gilt [G, A] <F(G), und in der Ordnung van [G, A] gehen 
nur solche Primxahlen auf, die such die Ordnung von A teilen. 
Weitere Bezeichnungen: 
Z(G) = Zentrum von G 
F(G) = Fittinggruppe von G 
Aut(G) = voile Automo~hismen~uppe von G 
1 G j = Ordnung von G 
m(G) = Menge der Primteiler von 1 G 1 
G,, = eine rr-Hallgruppe von G 
O,(G) = grij&er rr-Normalteiler von G 
Q+(P) = Erzeugnis der Elemente der Ordnung <@ in einer p-Gruppe I’. 
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2. BEWEIS VON SATZ 1 
1st G eine p-Gruppe (p Primzahl), so stabilisiert eine Automorphismen- 
gruppe von G dann und nur dann eine geeignete Subnormalreihe von G, 
wenn sie selbst eine p-Gruppe ist. Deshalb ist der folgende Hilfssatz, aus 
dem wir Satz 1 ohne Miihe gewinnen werden, eine Verallgemeinerung eines 
Resultats von Thompson [2, p. 1791: 
LEMMA 2. Sei A x B eine Automorphismengruppe von G; A stabilisiere 
eine Subnormalreihe von G, und es gelte (I F(G)\, 1 B 1) = 1. Wirkt B trivial 
au. C,(A), dann ist B = 1. 
Beweis. Da A von B zentralisiert wird, ist C,(A) B-zul%sig. 
Wir nehmen an, dal3 C,(B) >, C,(A) und B # 1 ist. Da A eine Sub- 
normalreihe von G stabilisiert, gilt dann insbesondere 1 # C,(B) < G. 
Es gibt eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl n, so da13 
M = yGA” < C,(B) und N = yGAn-l < C,(B) 
ist; dabei setzen wir N = G fur den Fall n = 1. (Man iiberzeugt sich jedoch 
sofort, da13 auf Grund unserer Annahme [G, A] 4 C,(B), also n > 1 ist.) 
Da A von B zentralisiert wird, ist [G, A] A x B-zulassig. Durch Induktion 
nach m zeigt man, daB yGA” fiir jedes m A x B-zulassig ist. Folglich sind 
M und N A x B-zulassige Subnormalteiler von G. 
Es ist [N, A] = M, somit [N, A, B] = 1 wegen M < C,(B). Trivialer- 
weise ist [A, B, N] = 1. Aus dem Drei-Untergruppen-Satz [2, p. 191 folgt 
[N, B, A] = 1. Damit ist [N, B] < C,(A) < C,(B), folglich [N, B, B] = 1. 
B stabilisiert also die Normalreihe N D [N, B] D 1 von N. Nach Lemma 1 
folgt r(B/C,(N)) C n(F(N)). Da N ein Subnormalteiler von G ist, gilt 
F(N) <F(G). Nach Voraussetzung sind (F(G)/ und 1 B / teilerfremd. 
Also gilt B = C,(N), d.h. N < C,(B). Mit diesem Widerspruch ist der 
Beweis des Lemmas erbracht. 
Beweis von Sate 1. Sei B der grijl3te Normalteiler von Aut(G) mit 
(1 B 1, / F(G)I) = 1. Jeder Subnormalteiler von Aut(G), dessen Ordnung 
teilerfremd zu 1 F(G)1 ist, liegt in B. A sei die von den Elementen von F(G) 
induzierte Gruppe innerer Automorphismen von G. Auf Grund der 
bekannten Charakterisierung der Fittinggruppe [4, S. 2781 stabilisiert A 
jede Hauptreihe von G. Offenbar gilt A 4 Aut(G) und (I A I, 1 B I) = 1, 
somit [A, B] = 1. Sicherlich ist C,(A) = C,(F(G)) B-zulassig. Nach 
Lemma 2 wirkt B wie behauptet treu auf C,(F(G)). 
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3. p-GONSTIGE GRUPPEN 
Sei G p-giinstig fur eine Primzahl p. Das ist genau dann der Fall, wenn 
&(0,(G)) < O,(G) gilt. Es ist dann offenbar F(G) = O,(G). Nach 
Thompson hat O,(G) eine charakteristische Untergruppe P von einer 
Klasse <2 derart, da13 P/Z(P) elementarabelsch und C,S~,&P) < P ist 
[2, p. 18.51. Wir definieren P* = &(P) bzw. =5&(P), je nachdem ob p > 2 
oder p = 2. P* ist charakteristisch in G. Im Falle p > 2 ist P* vom 
Exponenten p. Wir nennen P* im foigenden eine giinstige Untergruppe von 
G und zeigen, dai3 F(Aut(G)) durch die Wirkung auf P* gekennzeichnet 
ist (vgl. [I, Satz 1.61): 
KATZ 2. Sei G p-g&Wig fiir eine Primxahl p, P* eine giinstige Untergruppe 
van 6. 
(a) O,(Aut(G)) ist die ~ta~~~t~tsgr~ppe einer (und damit jeder) Aut(G)- 
K~p~s~t~~sr~he von G. 
(b) O~(Aut(G)) ist die gr@te A~tomorphism~gruppe van G, die eke 
(jede) Aut~G)-K~positionsreihe von P* stabilisiert. 
Beweis. Wir setzen A = O,(Aut(G)), P = O,(G) und zeigen: 
(i) Die goBe Automorphismengruppen B von G, die eine vorgegebene 
Aut(G)-Kompositionsreihe von P * stabilisiert, ist ein p-Normalteiler von 
Aut(G), liegt also in A: Offensichtlich gilt B <3 Aut(G). Nach Lemma 1 ist 
BlC,(P*) eine p-Gruppe. C,(P*) . d m uziert auf P eine p-ilutomorphismen- 
gruppe, fur p = 2 nach [4, S. 4371 und [2, p. 1851, fur p > 2 nach [2, 
p. 186]. Also ist B/C,(P) eine p-Gruppe. Aus dem Drei-Untergruppen-Sate 
folgert man, da8 CB(P) den Faktor G/C,(P) zentralisiert. Wegen C,(P) < P 
gilt also [G, C’,(P)] < Z(P). Nach Lemma 1 wiederum ist C,(P) eine 
p-Gruppe. Damit ist B einep-Gruppe, also B < A. 
(ii) A stabilisiert eine Aut(G)-Kompositionsreihe von G: ZunHchst ist 
klar, daB A eine Subnormalreihe von P stabilisiert. Da A Q Aut(G) und P 
charakteristisch in G ist, ist [P, A] charakteristisch in G. Durch Induktion 
nach m zeigt man, dai3 yPAm charakteristisch in G ist fiir jedes m. 
Wir folgern daraus, daf3 A eine Aut(G)-Kompositionsreihe 
P = PI D Pa D ... D Pntl = 1 
von P stabilisiert. 
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stabilisiert nach Konstruktion diese Untergruppenreihe von P. Offensichtlich 
gilt P < II, und H ist charakteristisch in G. Nach Lemma 1 ist H/C,(P) 
eine p-Gruppe. Folglich ist H = P. A zentralisiert mit P,IP,+I such 
G/C,(P,/Pi+,). Damit folgt [G, A] < P. 
(iii) A stabilisiert jede Aut(G)-Kompositionsreihe von G: Sei K/L ein 
Aut(G)-Kompositionsfaktor von G. Nach (ii) stabilisiert A eine Aut(G)- 
Kompositionsreihe von G und somit such von K/L. Infolgedessen gilt 
[K, A] < L. 
Durch (i), (ii) und (iii) ist Satz 2 vollstandig bewiesen. 
SATZ 3. Sei G p-g&s&g, P* eine giinstige Umtergruppe von G. Dam wirkt 
O,(Aut(G)) treu auf L+(Z(O,(G)) n P*). 
Beweis. Sei B = O,(Aut(G)) und 2 = sZ,(Z(O,(G)) n P*) gesetzt. 
2 ist eine charakteristische Untergruppe von G. Sei 6 ein Element von 3, 
das auf 2 den identischen Automorphismus induziert. Nach [Z, p. 1781 
wirkt 8 trivial auf 
C,,(O,(G)) = 2(0,(G)) n P*. 
Die von P und 3 auf P* induzierten Automorphismengruppen geniigen den 
~oraussetzungen von Lemma 2. Daraus folgt, daB 6 such auf P* den 
identischen Automorphismus bewirkt. Wie eben beim Beweis von Satz 2 
ergibt sich, daD 6 auf O,(G) und damit auf G einen p-Automorphismus 
induziert. Folglich ist 6 = 1, und wie behauptet wirkt B treu auf 2. 
KOROLLAR. Sei G p-az@&bar, O,(G) = 1. Da7an ist O,(Aut(G)) die 
~~~l~~~tsgy~ppe jeder Aut(G)-~o~po~~~o~ei~e van G. Ist ~(O~(~) ~yk~~sck, 
dann ist O,(Aut(G)) zyklisch von einer Ordnung, die p - 1 teilt. 
Dies ist eine Anwendung von Satz 2 und Satz 3. 
Anmerkung. Bekanntlich liegt der gr613te p’-Normalteiler der Auto- 
morphismengruppe einer abelschen p-Gruppe X im Zentrum von Aut(X). 
1st G also p-gtinstig, und induziert Aut(G) auf 2(0,(G)) die volle 
Automorphismengruppe, dann ist O,(Aut(G)) abelsch. 
4. AUFL~SBARE GRUPPRN 
Sei G au&bar, T = rr(F(G)), A = ~(Aut(G)). Nach Satz 1 wirkt A,, 
treu auf Z(F(G)), weitergehende Aussagen scheinen nur in Sonderfallen 
moglich. 1st G nicht p-giinstig, d.h. F(G) keine p-Gruppe fur eine Primzahl 
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p, dann ist A,, iiberdies im allgemeinen keine StabilitBtsgruppe: Man 
betrachte die zyklische Gruppe der Ordnung pq, wobei p und q Primzahlen 
sind und q ein Teiler von p - 1. 
In dem folgenden Satz beschreiben wir einen Fall, in welchem A, eine 
StabiIit~tsg~ppe ist: 
SATZ 4. Sei G au@sbar, YT = r(F(G)). Immer dann ist F(Aut(G)), die 
Stabilitiitsgruppe jeder Aut(G)-Kompositionsreihe von G, falls fiir je zwei 
Primxahlen p # q aus v gilt: q ist kein Teiler von 1 Aut(SZ,(Z(O,(G))))/. 
Beweis. Nach Lemma 1 ist die Stabilitgtsgruppe einer Aut(G)- 
Kompositionsreihe von G ein m-Normalteiler von Aut(G), und sie stabilisiert 
jede derartige Untergruppenreihe von G. Es ist also nur zu zeigen, daJ3 
A = F(Aut(G)), eine Au$G)-Kompositionsreihe von G stabilisiert. 
Seip E v und P = O,(G) diep-Sylowgruppe vonF(G). Diep-Sylowgruppe 
A, von A stabilisiert eine Aut(G)-Kompositionsreihe von P. Wir wenden 
Lemma 2 auf die von A, und A,, auf P induzierten Automorphismen- 
gruppen an. Es folgt, da0 die von A, t auf P induzierte Automorphismen- 
gruppe B treu auf C,(A,) < Z(P) wirkt. Nach [2, p. I%] wirkt B damit 
sogar treu auf ~~(Z(P)). Da nach ~oraussetzung / B / und / Aut(~~(Z(P)))] 
teilerfremd sind, erhaken wir nun B = 1. 
Folglich stabilisiert A eine Aut(G)-Kompositionsreihe von P und somit 
von F(G), denn p war ein beliebiger Primteiler von / F(G)I. Sei 
F(G) = F, D Fn-1 D *‘. D FI = 1 
eine Aut(G)-Kompositionsreihe. Diese wird nicht nur von A sondern such 
von F(G) stabilisiert. Es gilt also: 
n-1 
F(G) ,< JI = (-j CdFi+,IF,). 
&l 
H ist offenbar charakteristisch in G. Ware F(G) eine echte Untergruppe von 
H, so existierte eine minimale Aut(G)-zu&ssige Untergruppe F,+JF, von 
GP’% mit F9t.+l . < H. Da G auf&bar ist, ist F,,,/F* abelsch. Folglich 
zentralisiert Fnil den Faktor FJF, . Da ferner [G, F,,,] <F,,, gilt, 
stabilisiert FQ,, also eine Aut(G}-Kompositionsreihe von G. Damit folgt aber 
notwendigerweise F,,,, , <F(G) = F%. Demnach gilt H = F(G). 
A zentralisiert mit F,+,/F, such G/C,JFi+,/Fi)(i = l,..., n - 1). Damit 
kijnnen wir nun [G, A] < F(G) folgern. Auf Grund des schon Bewiesenen 
stabilisiert A daher eine Aut(G)-Kompositionsreihe von G. 
Wir vermerken abschlief3end als Anwendung von Satz 1 un Satz 4: 
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KOROLLAR. Sei G aufEisbar, Z(F(G)) zyklisch. Fiir kein Paar p, q von 
Primzahlen aus rr = r(F(G)) seip - 1 durch q teilbar. Dann ist F(Aut(G))- die 
Stabilittitsgruppe jeder Aut(G)-Kompositionsreihe von G. F(Aut(G)),, = 
O,,(Aut(G)) ist abelsch von einem Exponenten, der das Produkt nDEx ( p - 1) 
teilt. 
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